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Abstract 

Dans sa these C. Lehr vient d’exhiber un algorithme pour decrire la reduction stable des 
revetements p-cycliques de la droite projective sur un corps p-adique dans le cas ou le lieu 
de branchement de cardinal m + 1 a la geometric equidistante et sous I’hypothese ou m < p. 
Dans cette note toujours dans le cas ou le lieu de branchement a la geometric equidistante 
nous proposons un algorithme sans condition sur m; en particulier nous pouvons etudier la 
reduction en 2 des courbes hyperelliptiques ayant un lieu de branchement equidistant. 

Abstract 

In his Ph. D. thesis, C. Lehr offers an algorithm which gives the stable model for p-cyclic 
covers of the projective line over a p-adic field under the conditions that the branch locus whose 
cardinal is m + 1 has the so called equidistant geometry and m < p. In this note we give an 
algorithm also in the equidistant geometry case but without condition on m. In particular we 
are able to study the reduction at 2 of hyperelliptic curves with equidistant branch locus. 


0 Introduction 

Par corps p-adique nous entendons un corps K d’inegale caracteristique p > 0 qui est complet 
pour une valuation discrete notee v. On note R I’anneau des entiers de K, tt une uniformisante 
et k son corps residuel que Ton supposera par soucis de commodite algebriquement clos. Nous 
supposerons de plus que R contient C une racine primitive p-ieme de I’unite et noterons A = C — 1. 

Les arithmeticiens savent bien qu’il est delicat d’etudier la reduction en 2 d’une courbe elliptique 
ou plus generalement d’une courbe hyperelliptique. C’est la un avatar d’un probleme bien connu 
des geometres, a savoir le “mauvais comportement” en p du groupe fondamental algebrique. Nous 
nous proposons d’examiner plus precisement la geometrie des revetements p-cycliques de la droite 
projective sur K; par geometrie nous entendons I’etude du modele stable. 

Une premiere tentative dans ce sens se trouve dans un expose de seminaire de Coleman ([Co], §6); 
cette approche s’est developpee initialement en vue de comprendre la reduction stable des courbes de 
Fermat Fn : V"' += Z"’ lorsque p|n; et avec succes dans ce cas parce que I’on se ramene a I’etude 
des revetements cycliques de ramifies au-dessus de 3 points. Recemment il y a en un regain 
d’interet sur cette question principalement apres les travaux de M. Raynaud qui a introduit dans 
[Ra 1] des methodes nouvelles combinant theorie de Galois, geometrie semi-stable et degenerescence 
des schemas en groupes. Divers auteurs ont depuis contribue a une description qualitative en termes 
combinatoires et differentiels de la geometrie p-adique de ces revetements (cf. [Gr-Ma], [He], [Sa 
1,2,3],...), la complexite de la reponse dependant de la geometrie du lieu de branchement. Un retour 
sur I’aspect algorithmique a ete opere tres recemment dans sa these par C. Lehr. Soit C —> P^ un 
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revetement p-cyclique de la droite projective ramifie en m + 1 > 3 points. II etudie le cas on la 
geometrie du lieu de branchement est la plus simple d’un point de vue p-adique: les m + 1 points sont 
equidistants i.e. pour un choix convenable de coordonnees sur P^, ils sont dans des classes distinctes 
modulo TT. Pour cette geometrie et sous les conditions supplementaires {m,p) = 1 et (m — l,p) = 1, 
C. Lehr donne un critere de potentielle bonne reduction et, sous la condition m < p, nn algorithme 
qui decrit le modele stable. Ces conditions sont tres restrictives pour p petit et en particulier si 
p = 2, elles eliminent toutes les courbes hyperelliptiques. 

Dans cette note, toujours sous I’hypothese que le lieu de branchement a la geometrie equidistante, 
nous proposons un algorithme qui fonctionne sans condition. 

Passons a une description de la note. Nous esperons que le lecteur partagera le choix de la 
terminologie et des notations. 

Dans la partie 1, nous rappelons les proprietes essentielles a notre propos concernant la degenere- 
scence des /x^-torseurs et la geometrie semi-stable. Nous presentons brievement les algorithmes de 
Coleman et de Lehr ahn de preparer le lecteur a I’introduction dans la partie 2 d’une generalisation 
des developpements de Taylor des polynomes sur un corps p-adique. Brievement, pour un entier 
m donne, pour F{X) G R[X] et y E on developpe F{X + y) E i?[|/][X] sous la forme d’une 
approximation dans a presque -^^v^p) pres par la puissance p-ieme d’un polynome de 

maniere que les coefficients des monomes restant de degre < m et multiple de p aient une taille 
negligeable dans le sens de I’approximation. Le coefficient F^^^{y) du monome X est une “fonction 
multiforme de p” dont la norme Nm{F^^^{y)) est une fonction polynome de y qui modulo p est une 
puissance F'{y)F^"^^ de la derivee usuelle, pour r(m) convenable. 

Soit Br, le lieu de branchement du revetement suppose de cardinal m -|- 1 > 3, et = F{X) E 
R[X] une equation du /x^-torseur au-dessus de — Br. Dans ([Le 2], Th. 4.1) Lehr a montre, sous 
I’hypothese m < p, que certains zeros de F'(Y) donnent des centres pour les disques fermes de 
qui induisent des composantes de genre non nul dans le modele stable du revetement. La preuve 
n’est pas difficile et vient d’une comparaison des polygones de Newton de F{X -|- y) et F'{X -|- y). 
Dans le cas general F'{Y) est remplace par Nm{F^^^{Y)) et I’analyse des zeros se fait grace a une 
etude hne de la degenerescence du /x^-torseur; nous renvoyons le lecteur an theoreme 3.2.2 pour un 
enonce precis. 

La partie 4 est consacree aux exemples et en premier lieu a la situation on les points de branche¬ 
ment sont en position equidistante et leurs classes modulo vr en position generate. Puis le cas des 
courbes hyperelliptiques (p = 2) est plus precisement etudie pour m petit. 

La partie 5 donne une generalisation dans le cas des revetements p-cycliques d’une courbe ayant 
bonne reduction. 


1 Generalites 

1.1 Reduction des /Xp-torseurs et la differente 

On reprend les notations de I’introductions. La proposition qui suit est un resume commode 
pour les applications que nous avons en vue; elle se retrouve dans les travaux de divers auteurs; 
nous renvoyons a ([He], on [Sa 3]) pour un expose complet. Nous devons rappeler la dehnition du 
schema en groupe Tin- 

Pour tout entier n > 0, on note Qn ■= Speci?[X, ^nx+i ] hbre generique est isomorphe 

an groupe multiplicatif et la hbre speciale s’identihe an groupe additif. Pour 0 < n < n/s'(A), le 
polynome est a coefficients dans R; I’homomorphisme 

: R[Y, ---] ^ R[X, — 

dehni par 4/n(H) = est une isogenie de degre p; on note Hn le noyau de Le schema Tin 
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est fini plat sur i?, de degre p. Sa fibre generique est isomorphe au groupe Si 0 < n < Uir(A), 

sa fibre speciale est le groupe radiciel additif cxp et si u = ux(A), sa fibre speciale est le groupe etale 
isomorphe a Z/pZ. 


Proposition 1.1.1 ( [[He| , prop. 1.6).— Soil X := Spec A un schema affine plat sur R, dont les 
fibres sont integres et de dimension 1; on suppose que A est une R-algebre factorielle et complete 
pour la topologie n-adigue. Soit Yk —> Xk un pL^-torseur etale non trivial, donne par une equation 
= f, ou f est inversible dans A^, et Y le normalise de X dans Yk; on suppose que la fibre 
speciale de Y est inteqre. Soit p (resp. p') le point generique de la fibre speciale de X (resp. Y). 
Les anneaux locaux Ox,ri et OY,n' sont alors des anneaux de valuation discrete d’uniformisante vr. 
Notons 6 la valuation de la differente de Oy^ri'/Ox,rj- On distingue alors deux cas suivant la valeur 
de 6. 

- Si 5 = vk{p), Y est un pL^ K-torseur pour la topologie fppf done Y = Spec 5, avec B := 
oil u est une unite de A, unique a la multiplication d’une puissance p-ieme d’une unite de A pres. 

On dit que le torseur a reduction multiplicative. 


- Si i) < 5 < vk{p), on a S = vk{p) — n{p — 1), ou n est un entier tel que 0 < <5 < u_r'(A), et 
Y ^ X est un torseur sous Hn pour la topologie fppf, done donne par B := (^niy+i)pU —) ou 

u est un element de A. De plus, si B est isomorphe a —-, il existe v & A tel que 

u' = ui^K^V + 1)P + 

Si < 5 < vk{p) (resp. S = 0), on dit que le torseur Y ^ X a reduction additive (resp. 
reduction etalej. 


1.2 Modele stable 

Nous adoptons la terminologie de [Li] a savoir qu’une i?-courbe propre est semi-stable (resp. 
stable) si ses fibres geometriques sont des courbes semi-stables (resp. stables), i.e. sont projectives 
reduites et connexes et out pour seules singularites des points doubles ordinaires (resp. semi-stables, 
de genre arithmetique > 2 et chacune de leurs composantes irreductibles isomorphe a rencontre 
les autres composantes en au moins 3 points). 

Une i?-courbe propre est appelee modele de sa fibre generique. 

On etend la notion de modde stable au contexte des courbes lisses propres sur K pointees par 
un ensemble fini S C C{K). On appelle modele stable de la courbe pointee (0,5') un modele C/R 
de O tel que les points de S se specialisent en des points distincts S (i.e. la cloture schematique 
de S est lisse sur R) du lieu lisses de C* et tel que les fibres sont semi-stables et chacune de leurs 
composantes irreductibles isomorphe a P^ contient au moins 3 points parmi les points de S ou les 
points d’intersection. 

II suit du theoreme de reduction semi-stable que si O, resp. (O, S) est une courbe (resp. pointee) 
propre, lisse et geometriquement irreductible sur K, de genre > 2 (resp. de genre q avec 25 f-|-|S'| —1 > 
2) il existe une extension finie K'jK telle que Ck' '■= C XkK' admet un modele stable sur la cloture 
integrate R' de R dans K' (voir [Ab] ou [Li], pour une demonstration du theoreme de reduction semi¬ 
stable). 

Dans ce qui suit {C,G) designe une courbe C/K munie d’une action par un groupe de K- 
automorphismes G; on note Ram (resp. Br) le lieu de ramification (resp. branchement) de / : 
C C/G] nous dirons que (G, G) admet un modMe stable sur R si Ram C G{K) et si la courbe 
pointee (G, Ram) admet un modele stable sur R; nous appelerons alors modele stable de (G, G) 
le modele stable de la courbe pointee (G, Ram). Supposons pour simplifier que ce modele 
stable est defini sur R; alors par I’unicite il est equivariant et le morphisme / : G —> G/G s’etend en 
un morphisme fini de R-courbes / : C —*■ C/G ou C/G est semi-stable et s’obtient a partir du modele 
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stable de C/G pointee par Br en eclatant des points fermes de la fibre speciale; en particulier sa 
fibre speciale ne differe de celle du modele stable que par des ([Ra 1]). 

Definition 1.2.1 .— Nous dirons que le lieu de branchenient Br a la geometrie equidistante si le 
modele stable de la courbe pointee (C/G, Br) est defini et lisse sur R i.e. C/G admet un modele 
lisse sur R et les points de Br se specialisent dans ce modele en des points distincts. 


1.3 L’algorithme de Coleman 


Soit G une courbe propre et lisse sur K. Soit n > 2 un entier different de p, on sait (c.f. [Ab], 
prop. 5.10) que G a un modele stable sur I’extension Kn de K obtenue en adjoignant les points 
de n-torsion de sa jacobienne pour un n entier different de p. Malheureusement etant donnee une 
equation de G il n’est pas facile de trouver Kn et done de trouver le modele stable de G. Dans ([Co], 
§6) Coleman dit: “It would be desirable to have some efficient algorithm for computing the stable 
reduction of a curve.” 

Coleman est principalement interesse par les revetements galoisien de et constate que le cas 
difficile est celui on p divise I’ordre du groupe. II developpe un algorithme dans le cas p-cyclique qui 
marche dans certains cas. Precisement, il considere une equation = F{X) G K[X] avec deg F = n 


et V/K la variete affine sur iP, Spec 
par I’identite 


-^-, on 1 ideal 1 des equations est code 


(*)F(A + y) = ( E E 


0<7<n, (^,p)=l 


Meme si ce systeme a trivialement une solution modulo p, il n’est pas sur qu’il a des solutions; en effet 
un decompte montre que la dimension de V sur K est en general egale a 1. Si I’on impose la condition 
supplementaire bi = 0; on obtient un ensemble eventuellement vide et an plus fini de valeurs de Y 
pour lesquelles I’equation (*) permet parfois d’exhiber un modele entier de la courbe = F{X) 
qui est propice a donner des composantes de genre non nul en reduction; ces composantes induisent 
des disques fermes de la droite projective quotient et les zeros de bi en fournissent des centres. La 
recherche de centres de ces disques est un probleme de nature analytique et la methode de Coleman 
en propose une attaque algebrique (recherche d’une variete de dimension 0 et eventuellement vide) 
aussi cette methode doit etre modifiee pour pouvoir esperer aboutir dans le cas general. Nous 
renvoyons le lecteur a 4.2 pour des exemples traites par la methode de Coleman. 


1.4 L’algorithme de Lehr 

Dans sa these C. Lehr a etudie la reduction stable des revetements p-cycliques de la droite 
projective sur un corps p-adique dans le cas on le lieu de branchenient a la geometrie equidistante. 
Soit Z^ = F{X) une equation normalisee du revetement G —> i.e. F{X) = [Q {X — XiY' G 

l<i<m 

R[X] de degre N avec {N,p) = 1 et (ej,p) = 1 pour 1 < i < m. On suppose de plus que 
v{xi) = v{xi — Xj) = 0 pour tout i Y j- Ainsi le lieu de branchenient Br = {cx), xi,.., Xm} a la 
geometrie equidistante. Dans le cas on m < p, C. Lehr montre que le developpenient de Taylor 
F{X + y) = F{y) + F'{y)X + ... pour y G un zero de F'{Y) avec v{F{y)) = 0 donne naissance 
aux composantes du modele stable de G qui sont de genre non nul (cf. [Le 2], Th. 4.1). 


2 ]9-developpements de Taylor 

Les champs respectifs de succes des algorithmes de Coleman et Lehr nous amenent a generaliser 
la notion de developpement de Taylor qui approche dans un sens p-adique le developpement ideal 
de Coleman et presente I’avantage de ne pas etre sensible an petites variations des coefficients. 
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2.1 Definition 


Definition 2.1.1 .— On fixe KiYY^^ une cloture algebrique de K(Y) munie d’une valuation vy 
qui prolonge la valuation de Gauss de K(Y) relative a y et designe la cloture integrate de 

R[Y]. Soit m,n deux entiers; on note c„ := 1 + l/p+ ... + l/p” et Im,n I’ideal de 

Un p-developpement de Taylor d’ordre m et de niveau n de F{X) G R[X] est la donnee 
d’un couple Bm,n{^,Y)) de polynonies G R[Y]°‘’‘^[X] avec 

Am,n{X,Y)= Y: a,{Y)X\ Brr^AX^Y) = ^ Y{Y)X^ 


tels que 


F{X + Y)- {A^A^, y)Y - BmA^, y) e Im,n 


Remarque 2.1.2 .— 

i) Si m < p le developpenient de Taylor classique induit un p- developpenient de Taylor d’ordre 
m et de niveau n pour tout n. 

ii) Notez que Cnv{p) = (1 — l/p"''''^)u(A^); ainsi la formule precedente donne modulo X^^^ une 
approximation de F{X + Y) par une puissance p-ieme a presque u(A^) = ■:^v{p) pres. 

2.2 Existence 

Si L est un corps algebriquement clos et si a; G L, on notera une racine p-ieme de x. On a la 
proposition suivante: 

Proposition 2.2.1 . — On fixe Tentierm, notons FAX + Y) = so(y) + Si(y)X + .... + Sm(y)-y™' G 
R[y][X] le developpenient de Taylor a I’ordre m de F{X) G R[X]. On definit une suite de polynomes 
G R[YA^[X], (AmAXjY)} BmAX,Y)) I'ar les relations de recurrence suivantes: 

(rangO) iAoiX,Y), Bo{X,Y)) = { E sAYA^X\ E sfiY)XY. 

0<i<m/p (j,p)=l 

Pour definir la suite au rang (n + 1), on considere le reste au rang n, Rn{X,Y) := FAX + Y) — 
{ArnAX,Y)y - B^AX,Y) = p'’"(ri(y)X + ... + r^(y)X-) oii rfiY) G R[YAF Soit AR^ := 
pCn/p riplYfi/^X'^ et BRn := p^’^ 'i"jiY)Xfi alors: 

(/i™,„+i(x, y), R™,„+i(x, y)) := {A^Ax, y) + aik, y) + rr„). 

Les polynomes {AmAX,Y)y BmAX,Y)) definissent un p-developpement de Taylor d’ordre m et de 
niveau n de F{X). 

Preuve. Avant de passer a la preuve remarquons que la suite precedente depend a chaque etape du 
choix de racines p-iemes et I’enonce vaut done pour un choix quelconque. L’etape 0 est une egalite 
en caracteristique p. Les polynomes mis en jeu a chaque etape sont a coefficients dans I’anneau 
R[YA^ muni de la valuation de Gauss vy. II reste a voir qu’au rang n + 1 on a une approximation 
modulo p'^^+i. On calcule le reste y) = FAX + y) — (Am ,n+l{X,Y)y - Bm,n+l{X,Y) = 

FAX + y) - {ArnAX, Y) + AR^Y - BmAX, Y) - BRn = 81 + 82 on := K(X, Y) - AR^ - BR^ 
et 82 = AmAX, YY + ARp — {AraAX, Y) + ARnY. Puisque y)) > c„n(p) la divisibilite 

par p des coefficients binomiaux implique que vy{A) > (c„ + l)n(p). De meme vy{B) > v{p) + 
max{vy{AmA,Vy{ARn)) > (1 + Cn/p)v{p) = Cn+iv{p). 

/// 
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Remarque 2 . 2.2 . — Puisque les coefficients des polynomes {Am,n, Bm,n) sont obtenus par ex¬ 
traction de racines p-iemes, ils vivent dans une extension Ln/K{Y) galoisienne de groupe un 
p-groupe. Si r G on note les polynomes obtenus par Taction de r sur les coef¬ 

ficients; ils donnent done naissance a un p-developpement de Taylor d’ordre m et de niveau n de 
F{X). 

2.3 Unicite 

Afin de comparer les p-developpements de Taylor d’un polynome nous etablissons un lemme: 
Lemme 2 . 3.1 .— Soit 71, un anneau local dominant Soient ai,a[,bj,b'j G 7Z alors 

( E a,xr+ E = { E <xr+ E b]X^ mod(p^") 

l<2<[7n/p] 

si et seulement si a[ = a* mod et 6'- = bj mod (p”^"). 

Preuve. Supposons que a' = a* -T et 6' = bj + on a 

( E a[X'Y+ E E (a,+p'^/Pa'')->f‘)’’+ E (h, + p‘-h'’)X> = 

= ( E aiX^+p^-/P{ E <X^)Y+ E b,X^ mod{p^-) = 

= ( E E b,X^ mod(p^") 

puisque pp'^"/^ = e (p'^"). 

L’implication reciproque se fait par recurrence sur n. Si n = 0, on a une egalite modulo p. 
Supposons done avoir une egalite 


( E aiXr+ E bjX^ = i E <xr+ E b^X^ mod(p^"+i) 

la recurrence permet d’ecrire a' = a* + et 6'- = bj + p^^b”; et le calcul precedent donne la 

congruence 

( E <xr+ E b'^x^ = 

= ( E aiXy+p^-{ E E bjX^+p^- E mod (p'='‘+i) 

et done 

E a'lxy + p'^’^ E &''a:^ = o mod (p'^^+i) 

autrement dit 

( E a';xy+ E = 0 mod 

et done 

E a'YX^Pp E &"A:^ = 0 mod 

l<i<[m/p] 0'?p)=i 

ainsi a” = 0 mod (p^/G+^) b” = 0 mod (p^/G+^)_ j j j 
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Definition 2 . 3.2 . — Soit m,n deux entiers. On dit que 2 couples de polynomes G 

E aiiY)X\ = E bj{Y)X^), 

0 <i<m/p 05^)=! 

{A'^JX,Y)= E a[{Y)X\ Bi^^{X,Y)= E 

0 <i<Tn/p 0?^)=! 

sont equivalents si et seulement si 

(4„,„(X, Y)r + B„,n{X, Y) = (A'^JX, Y)r + K) mod (p'"). 

Remarque 2 . 3.3 . — Revenons a la remarque 2.2.2, les couples {Am,n, Bm,,n) et sont 

done equivalents. On pent montrer en revenant a la construction que VY(Am,n — ^m,n) — + 

in(A) et VY{B^,n - J > Cnv{p) + n(A). 

Soit F{X) G R[X]; par le lemme 2.3.1, deux couples de polynomes G R[F]“^®[X] definissant un 
p-developpement de Taylor d’ordre m et de niveau n de F{X) G R[X] sont done equivalents; nous 
sommes ainsi amenes a la 

Definition 2 . 3.4 . — Soit m,n deux entiers, on appelle p-developpement de Taylor special d’ordre 
m et de niveau n de F{X) G R[X] un couple {Am,n, Bm,n) construit comme dans la proposition 
2.2.1, en particulier le terme constant dans Rm,n vaut F{YY^'p. Par analogic avec le developpement 
de Taylor classique nous ecrirons 

{*)F{X+ Y) = E{X,YY + E F^^\Y)X^ mod 

(i,p)=l 

oil E{X,Y) G {R[Y]Y’-^[X], degx E{X,Y) < [m/p] et F^Y^) ^ (notez que la congruence 

impose I’egalite E{0,Yy = F(X)). 

On appelle groupe de Galois attache au p-developpement de Taylor (*) le groupe de Galois de 
la p-extension de R"(y) obtenue en adjoignant les racines p-iemes necessaires au p-developpement 
de Taylor (cf. remarque 2.2.2). 

2.4 Specialisation 

Nous serons amenes a specialiser la for mule (*); precisement si p G on pent tester sur 
F{X + y) I’algorithme de la proposition 2.2.1, I’interpetation que I’on doit donner au developpement 
ainsi construit est la suivante: quitte a faire une extension finie on pent supposer que y E R; soit V 
une place au-dessus de {Y — y) du corps de fonctions Ln/K , on pent regarder I’image de la formule 
(*) dans le corps residuel K{V)] on a une congruence 

{**)F{X+ y) = E{X,Y)P{V)+ E F^^\Y){V)X^ mod (p""X, 

que par abus de notation compatible avec la stabilite par conjugaison nous ecrirons 
(* * *)F{X + y) = E{X,y)P + E F'^^Yy)X^ mod (p""X, 

l<j<m, (i,p)=l 

Les zeros de G {R[Y]Y’'P[X] vont jouer un role determinant dans I’etude de la reduction 

stable des torseurs = F{X). Puisque n’est bien defini que modulo Taction du groupe 

Gn (cf. remarque 2.2.2) nous introduisons la norme NL^/K{Y)iF^^Y^)) ^ R[^] fi^i modulo p est une 
puissance |G„|-ieme de la derivee F'{Y)] en fait, m sera determine par le lieu de branchement du 
torseur et n sera Tentier tel que p^ < m < Ainsi on est amene a definir: 
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Definition 2.4.1 . — Soit m un entier nature! et n, I’entier tel que <m < Nous appellerons 
p-developpement de Taylor special d’ordre m de F{X) G R[X] un p-developpement de Taylor special 
d’ordre m et de niveau n 

{*)F{X+ Y) = E{X,Yy + F^^\Y)X^ mod 

et nous appellerons p-derivee de niveau m de F{X) G R[X], le polynome 

/V„(pW(y)) := A'i./,r,y)(Fl‘l(y)) € R[Y]. 

3 p-developpements de Taylor et reduction stable 

Dans cette partie on fixe un revetement p-cyclique C —> de la droite projective sur K 
ramifie en an moins 3 points (i.e. g{C) > 0). Nous nous proposons de decrire le modele stable de 
(C, G = TilpT) dans le cas on le lieu de branchement a la geometrie equidistante (cf. 1.2.1). Fixons 
les notations. 

3.1 Notations 

i) Si P{X) G R[X] on note P[X] son image dans k[X]. 

ii) Soit = F{X) une equation normalisee du revetement C* —> i.e. F{X) = ]))[ {X — XiY* G 

l<i<m 

R[X] de degre N avec {N,p) = 1 et (ej,p) = 1 pour 1 < i < m. On suppose de plus que Xi E R 
et que v{xi) = v{xi — Xj) = 0 pour tout i ^ j. Ainsi le lieu de branchement Br = {cx), xi, .., Xm} 
a la geometrie equidistante. On note Br = {cx),a:i, ..,Xm} la specialisation de Br. 

iii) Soit n, I’entier tel que p"- < m < et Cn := 1 + 1/p + ... + l/p", enfin Nm{F^^^{Y)) = 

]/[ (Y) designe la p-derivee de niveau m de F{X) (cf. 2.4.1) on Gn est defini dans 2.3.4 

tGGtt, 

et |G„| =p’'M. 


Proposition 3.1.1 .— La p-derivee de niveau m deF{X), Nm{F'^^\Y)) appartient a R[Y]; de plus 
Ar^(FW(y)) = F'{Y)F^"^ mod p et deg A'^(FW(y)) = deg 

Preuve. Montrons I’inegalite deg — deg F'{Y)F^”"\ L’idee est d’introduire un poids 

dans qui generalise le degre dans R[Y] et de suivre dans I’algorithme qui donne le p- 

developpement de Taylor special d’ordre m et de niveau n le poids du coefficient bi{Y) de X dans 

Precisement — degy est la valuation discrete de K(Y) an point oo; cette valuation s’etend sur 
K{YY^3 gn nne semi-norme w. si / G /F(T)“^^, soit Pf{X) := ^ le polynome irreductible 

0<i<N 

unitaire de / sur K{Y); alors w{f) := inf j-j^(—degy a*). On reprend les notations de la prop. 
2.2.1. On a Fra{X + Y) = so(T)-l-si(F)X-|-...; on remarque que w{si{Y)) > {i — N) on N = degjf F 
est premier a p, ainsi i — w{si{Y)) < N. Considerons les formules an rang 0. On a tc((sip(y))^/^) = 
{ip — N)/p = i — N/p et done i — w{{sip{Y)y^Y ^ R^/P- Plus generalement si 

{Am,n{X,Y)= Y: ai{Y)X\ B^,YX,Y) = ^ bYY)XY, 


on montre par recurrence sur n que i — w{ai(Y)) < N/p et que j — w{hj{Y)) < N. Ainsi 
-degy(A'^(FW(y)) = w{N^{F^^\Y)) = ^ w;(FW"(y)) > et done degy(A'^(FW(r)) < 

T^Gn 

[N — = degF'(F)^’^^”'^ puisque {N^p) = 1. L’autre in^alite est evidente. 

/// 


3.2 Reduction stable 


Lemme 3.2.1 .— Le modele C de C, obtenu par normalisation de Proj i?[Xo, Xi], le modele de 
avec X = a une fibre speciale reduite qui est un revetement radiciel de P^; les singularites 
sont des cusps et se trouvent au-dessus des zeros G P^ d’une forme differentielle logarithmique u 
reguliere en dehors de Br. Le graphe d’intersection de la fibre speciale Cg du modele stable C de la 
courbe pointee (C, Br) est un arbre et le modele de P^ obtenu par quotient de faction de 'L/pL surC 
a une fibre speciale qui est un arbre de droites projectives attachees a P^ en les points de Br C P^. 



fig. 1 

Preuve. On considere le modele C' de C obtenu par cloture integrate dans K{C) du modele 
minimal de P^ qui deploie le lieu de branchement; ici e’est le modele lisse de P^ correspondant a 
la coordonnee X de I’equation normalisee = F[X). La fibre speciale C' est homeomorphe a P^; 
les singularites sont des cusps. II reste a faire une etude locale: I’equation = F{X) induit en 
reduction une equation = F{X)] il suit par le critere Jacobien que les cusps sont concentres 
au-dessus des zeros de F\X). Soit xi G Br et xi sa specialisation; une equation locale de C dans 
la fibre formelle en xi est Z'"^ = {X — xi) R {X — on uiCi = 1 mod p. Cette equation 

2<i<m 

induit un modele lisse au-dessus de Xi. On a done montre que les cusps ne sont pas au-dessus de 
{oo,Xi, ...,Xm} et se trouvent au-dessus de zeros de F'{X); plus simplement dit ils sont au-dessus 
des zeros de a; = ^ (cf. fig. 1). Notons (ci^o) (resp. (a;oo)) le diviseur des zeros (resp. poles) de to, 
alors deg(a;o) = deg(ci;oo) — 2 = m — 1). Ainsi le modele stable est lisse au-dessus de P^ en dehors 
des zeros de u. Soit x un tel zero, apres localisation en x on se retrouve dans la situation locale 
decrite par Raynaud dans ([Ral], demonstration du theoreme 1 p. 182), le lemme suit. 

Ce lemme montre que dans la situation on le lieu de branchement est equidistant on aura un 
algorithme pour trouver la reduction stable des que I’on saura detecter les composantes de genre 
non nul. Le theoreme suivant donne un tel algorithme. 

Theoreme 3.2.2 Chaque composante de genre non nul du modele stable correspond a une valuation 
de Gauss sur un disque ferme de P^ qui peut etre ainsi definie. Pour d un zero de F\X) qui n’est pas 
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un zero de F{X), soit m{d) — 1 < m — 1, son ordre et soient di,les zeros qui se specialisent 
dans d de la p-derivee, de F{X) de niveau m, alors ip{d) = p'^^"^\m{d) — 1) (on a 

Nm{F^^^(Y)) = F'{Y)F^”"^). Pour di avec 1 < i < p{d), considerons Ti G Gn tel que F^^^'^'{di) = 0, 
alors 

F{X)=E^^{X-di,d^Y+ E F^^^^\d^){X - diY mod - d,), (X - 

2<i<m,0',p)=l 


Soit Pi G tel que 


(*) 


max -v{ 

2<j<m{d), (j,p)=lj 


X 

FdV\di) 




alors la valuation de Gauss relative au disque v{X — di) > v{pi) induit dans le modele stable une 
composante de genre non nul; de plus toutes les composantes de genre non nul sont ainsi obtenues. 
Soit , le modele semi-stable minimal de (P^,Br) qui induit ces valuations , alors le modele stable 
C de {G,G) est la cloture integrate de V^; les bouts de I’arbre d’intersection representent les com¬ 
posantes de genre non nul et I’origine correspond a la composante induite par le disque v{X) > 0. 
Enfin les composantes de genre non nul sont des revetements etales de la droite affine; en particulier 
la jacobienne de G a potentiellement bonne reduction supersinguliere. 


Preuve. 


A. — Avant de passer a la preuve il faut remarquer que dans le cas ou m < p, le developpement de 

Taylor classique suffit (2.1.2.!)); le tlieoreme est alors mot pour mot le theoreme 4.1 de Lehr 
([Le 2]). Passons a la preuve dans le cas general; elle presente des difficultes nouvelles a cause 
de la complexite des p-developpements de Taylor lorsque m> p. 

B. — Voyons que les valuations de Gauss relatives au disque v{X — di) > v{pi) induisent une 

composante de genre non nul dans le modele stable. 

Soit ruj > 2, {mi,p) = 1, le maximum des entiers j, 2 < j < m{d) + l qui satisfont I’egalite dans 
la relation (*) du theoreme. Notons que le p-developpement de Taylor special induit modulo (p) 
le developpement de Taylor classique; ainsi par dehnition de m{d) on av{m{d)F^"’'^^^^ \di)) = 0 
et done v{pi) > ^ X — di = piT] I’equation du revetement 

devient 

ZP = F{X) = E^^ipiT, df)^ + E FdG^dOpfT^ mod {p^-p,T, (p.T)™^'). 

2<i<m, (i,p)=l 

Puisque v{p'’’^pi) > Cnv{p) + (A^) = (1 — l/p"’’*'^ + l/m)n(A^) > n(A^) (e’est la, la justifi¬ 

cation de Papproximation modulo dans les p-developpements de Taylor d’ordre 
m), le changement Z = X^W + E{piT, di) donne une equation entiere qui en reduction induit 
une equation separable 


WP-W= {di)pf/X’Pf^ =U2f + ...+ 

(i,p)=l 

oil Urm f 0. On a ainsi exhibe une composante de Cg de genre (m^ — l)(p— l)/2 et d’invariant 
de Hasse-Witt nul. /// 

C.— Passons au point le plus delicat a savoir que I’on obtient bien ainsi toutes les valuations qui 
donnent un genre non nul dans le modele stable; il nous faut montrer que la somme des genres 
des composantes produites par I’algorithme comme au-dessus est g{G) = {m — l)(p — l)/2. 
Il n’est a priori pas garanti que ce soit le cas car la condition d’annulation de Nm{F'^^^{Y)) 
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imposee dans I’algorithme est certainement restrictive; on pourrait trouver la meme valuation 
de Gauss trop souvent et ainsi oublier des composantes. Nous allons voir qu’il n’en est rien. 

Soit N{di) le nombre (avec multiplicite) de zeros d de tels que v{d — di) > 

v{pi); nous allons montrer que N{di) = — 1). La strategie est la suivante: puisque 

Nm{F^^^{Y)) E K[Y] alors pour y E avec v{y — di) < v{pi) et proche de v{pi), il existe 
C{di) E Q tel que u(iVm(-FW(|/))) = N{di)v{y) + C'(dj), une fonction lineaire affine de v{y). 
Nous allons utiliser deux p-developpements de Taylor speciaux d’ordre m de F{X). L’un 
centre en di et I’autre en y] ces deux developpenients donnent un modele pour I’extension 
valuee au-dessus de la valuation de Gauss sur le disque ferme v{X — di) > v{y — di); sur 
chacun de ces modeles on peut lire la differente dans I’extension valuee (degenerescence de pL^ 
a cXp) et la comparaison des CKp-torseurs induits par chaque modele permet de conclure (cf. 
1.1). 

Puisque pour j < m(d), v{F^^'"\di))+jv{pi) > v{F'^'^F^ {di))+miv{pi) = pu(A), avec I’inegalite 
sticte pour rrii < j < m{d); il suit que pour p avec 0 < u(pj/p) < e et e suffisament petit on 
conserve les memes inegalites si on remplace pi par p. Quitte a faire une extension des scalaires 
d’uniformisante encore notee tt, on peut supposer que \di))+miv{p) = ptv{Tr) < pv{X). 

Soit Z = TT^W + E{X — di, di) et X — di = pT, puisque u(A/7r*) > 0 alors mod tt , 

et si w x-dj designe la valuation de Gauss associee au disque v{X — di) > v{p), la valuation de 

P 

la differente dans I’extension valuee correspondante est v.,r{p) — {p — ^)t (cf. 1.1.1). 

Pour y avec v{y — di) = v{p) et t E Gn, on a un p-developpement de Taylor special 

F{X = X-y + y) = E^{X-y,yY+ Y. - yY mod - |/), (X - 1 /)™+'). 

Comme precedemment on ecrit infj(u(F[-^]’^(|/)) + jv{p)) = pt'v{TT). Puisque y est dans le 
disque v{X — di) > v{p); la valuation de la differente dans Lextension valuee par w x-d, est 

P 

aussi Vn{p) — {p—l)t' (cf. 1.1); ainsi t = t' . D’autre part si Ton pose Z = + E{X — y,y)'^ et 

X — y = pS, il suit que W'^ = Co + CiS' + ... mod tt qui est a comparer a = mT™' mod tt. 

On a W-W' = E^x-y,y)-E[x-di,di) WP-W>^ E {k[S])P et done = u{S+{y-di)/p)^^ 
mod {tt,Sp). Puisque {mi,p) = 1 et que v{{y — di)/p) = 0, il suit que v{ci) = 0 (comparer 
avec 1.1.1). Ainsi v{F^^^^{y)) +v{p) = ptvirr) = miv{p) +u(F[™'‘l’'*((ij)); et done il existe C{di) 
avec v{Nm{F^^Yy)) = ("^* “ l)p'^^'^^v{p) + C{di); ainsi N{di) = p^'^^\mi — 1). Ill 

D.— Soit d, un zero de ci; = dFIF de multiplicite m{d) — 1 et di, dj deux zeros de NmiF^^^F)) qui 
se specialisent en d. 

Remarquons que la relation v{di — dj) > v{pi) implique que v{pi) = v{pj); en effet supposons 
que v{di — dj) > v{pi) > v{pj); on peut alors considerer le p-developpement de Taylor special 
d’ordre m de F{X) centre en di. Puisque v{pi) > v{pj) > u(A^), le changement de variable 
X — di = pjT induit un cx.p torseur en reduction alors que par definition de di et pi on a un 
Z/pZ-torseur! Contradiction. 

Nous pouvons done definir une partition indexee par I{d) des p{d) zeros de Am(R^^^(T)) qui 
se specialisent en d de la maniere suivante: di et dj seront equivalents si et seulement si 
v{di — dj) > v{pi) = v{pj). Notons que cette relation d’equivalence est la meme que celle 
qui range les di suivant la valuation de Gauss induite par le disque ferme v{X — di) > v{pi). 
Chaque sous-ensemble de cette partition a un cardinal de la forme p^'^'^\mi — 1) et induit 
une meme composante dans le modele stable de genre {rrii — l)(p — l)/2. Puisque (p{d) = 
pr(m)(^(^) _ ^ {^mi ~ 1); ou obtieut pour chaque d une contribution au genre 

ieiid) 

dans le modele stable %ale a Y ("^j “ 1)(P ~ l)/2 = {jn{d) — l)(p — l)/2. Enhn puisque 

iel(d) 
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deg(ci;)o = m — 1, {m{d) — 1) = m — 1] ainsi la somme des contributions an genre de Cg 

d£{uj)o 

est (m — l){p — l)/2 = g{C). 

Ill 


E.— Puisque deux disques v{X — di) > v{pi) qui sont en inclusion sont confondus il suit qu’ils 
correspondent a des bouts dans I’arbre d’intersection (voir fig.2); ce dernier point est conforme 
a [Ra 1], exemple (1) p. 186. Enfin la jacobienne de C* a potentiellenient bonne reduction 
supersinguliere par ([Ra 2]). 

/// 


Remarque 3.2.3 .— 

i) Soit y G tel que v{Nm{F'd'\[y)) > il existe t E Gn avec v{F'^^^{y)) > c„u(p), 

alors le p-developpement de Taylor de F{X + y) correspondant induit une composante de genre 
non nul en reduction (nienie preuve que dans I’etape B); ainsi il existe un zero d de Nm{F^^^{Y)) 
avec v{d — y) > v{pi). 

ii) La preuve niontre que le nonibre de composantes de genre non nul de la fibre speciale Cg du 

modMe stable est majore par m — 1. Le polynome Nm{F^^^(Y)) est de degre degF'(Y)F^""^ = 
{N — qui peut etre tres eleve puisque est le cardinal du groupe de Galois de 

I’extension de K{Y) engendree par les coefficients mis en jeu dans I’algorithme. Dans le cas ou 
m < p, on a vu en (2.1.2.i)) que F'{Y) convient et puisque les seuls zeros a retenir sont ceux qui 
se specialisent dans les zeros de a; = dF/F, C. Lehr a introduit le polynome N{Y) numerateur 
de la fraction irreductible F'{Y)/F{Y)] ainsi N{Y) divise F'{Y), il est de degre m — 1 et ses 
zeros donnent des centres pour les valuations correspondant aux composantes de genre non nul 
de la fibre speciale Cg du modele stable. Dans le cas general il serait souhaitable d’exhiber un 
polynome de degre minimal sur K ayant cette propriete. 


Remarque 3.2.4 .— Il est possible de donner (cf. [He], [Sa 1,2,3]), des conditions combinatoires 
et differentielles qui sont des conditions necessaires et suffisantes pour qu’une courbe stable sur k 
soit de la forme Cg comme dans le theoreme (cf. fig. 2) . 

C -^ C/G 
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3.3 Bonne reduction 


II suit facilement du theoreme 3.2.2 un critere de potentielle bonne reduction. 


Theoreme 3.3.1 .— La courbe C a potentiellement bonne reduction si et seulement si le modele 
stable C de (C, G) a 2 composantes a savoir une composante de genre g{C) et une droite projective 
sur laguelle se specialise le lieu de branchement en m + 1 points distincts lisses. C’est le cas si et 
seulement si les zeros yi de la p-derivee de niveau m de F{X), gui ne se specialisent 

pas dans les zeros de F{X) sont tels gue v{yi — yj) > ^n(A^). 

Preuve. En effet il suffit de reprendre le debut de la preuve du theoreme 3.2.2. On a potentiellement 
bonne reduction si et seulement un zero de Nm{F^^^{Y)) qui ne se specialisent pas dans un zero de 
F{X) donne naissance a une composante de genre (m — l)(p — l)/2; i.e. de conducteur m* = m. 
Ceci ne se produit que si v{pi) = ^n(A^) et si les racines de Nm{F'd^^{Y)) donnent naissance a la 
meme valuation. /// 

Ce critere necessite le calcul de Nm{F^^^{Y)) et une localisation non triviale de ses racines. Dans 
un cas particulier C. Lehr a donne un critere simple, nous allons rappeler ce critere et voir qu’il 
decoule facilement de notre algorithme. 


Theoreme 3.3.2 ( ||Le 2|| , theoreme 3.1).— Soit F{X) comme au-dessus. Ecrivons ~ d(x) 
ou N{X) est unitaire et {N{X), D{X)) = 1. 

i) Si C a potentiellement bonne reduction, alors {m,p) = 1 et il existe d ^ R tel gue N{X) = 
{X-d)"^-^ mod (AP/™). 


a) Si {m — l,p) = 1, si C a bonne reduction, alors la congruence ci-dessus determine la classe de 
d mod A^; precisement —{m — l)d = —'^Xi + & R et la valuation de Gauss relative 

i i 

i 

a induit le modele lisse sur R[f{dY^P]. 

Preuve. Nous remontrons la congruence en utilisant notre algorithme. Le torseur en reduction 
relativement a vx, la valuation de Gauss associee a X, ne presente qu’un cusp (cf. lemme 3.2.1); 
ainsi F'{X)/F{X) n’a qu’une racine qui est done d’ordre m — 1; en particulier {m,p) = 1. Soit 
y une racine de Nm{F^^Y^))^ alors v{F^'^Yy)) = 0 et done p = A^/™. Le p-developpement de 
Taylor special d’ordre m donne F{X) = E{X — y,yy + FW(|/)(X — y) + ... + F["*1(|/)(X — y)"^ 
mod {p‘^{X — y), {X — y)™’’*'^) et v{p) > A(n(A^) — v{F^^^{y))) pour {j,p) = 1 et j < m, avec egalite 

pour j = m; ainsi v{F^^Yy)) ^ (1 — j/m)v{X^) > n(A^/"*) pour j < m et premier a p. On a 
F{X) = n ~ done avec N = 

l<i<m 


N{X) 


1 F’{X) 
V F(.Y) 


n (V-Xj); 

l<i<m 


ainsi 


NiX + y) = 


= -\pE(X,yr'E'{X,y)+ Y. Fpy)jX>-' + X-'/’’"C(X)+X’-D{X)] fl (y-Xi+X)-‘-+'= 


l<2<m 


= n Y + X/{y-Xi))-^^+^ mod{XP^^,X^)R[[X]] 


l<i<m 


qui donne la congruence du theoreme puisque N{X) est un polynome de degre m — 1. 
Le reste de la preuve est immediat. 


/// 
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Remarque 3.3.3 .— 

i) Si on a un centre y et un rayon candidats il est facile de tester la bonne reduction; cf. la 
proposition 2.5 de [Le 2], 

ii) La condition (m — l,p) = 1 est tres restrictive en particulier pour les petits p et si p = 2; le 
critere de Lehr est vide. 

iii) On pent se demander si il n’y a pas d’autres cas on apparait un bon candidat pour le centre 

par exemple on aimerait preciser un centre pour chaque composante de la reduction stable de 
conducteur rrii avec (mj — l,p) = 1? Supposons que F' a un seul zero en y d’ordre rriy — 1 
avec {niy — l,p) = 1; on vent alors tester si il n’y a qu’une composante dans la reduction 
stable an dessus du cusp correspondant a y. Dans ce cas il n’y a qu’un rayon candidat qui 
est la preuve precedente montre alors si Ton appelle y un zero de Nm{F^^^{Y)) qui 

se specialise en y on a la congruence N(X) = {X — y)'^y~^A{X) mod pour A(X) = 

j^m-niy _|_ + ... G R[X]. 11 suit que —{rriy — l)y + est connu modulo mais 

c’est insuffisant pour conclure... 


4 Exemples 

Nous reprenons les notations de la partie 3. 

Dans cette partie nous illustrons les theoremes precedents. Comme dans ([Ral]), la question de 
la situation generate se pose. Nous passerons ensuite a des exemples plus specifiques. 

4.1 Le cas de ramification generale 

Nous imposons des conditions generates an lieu de branchement (toujours sous I’hypothese 
d’equidistance); en fait la condition est que la specialisation du lieu de branchement est en position 
generale; la proposition suivante est de ce point de vue un analogue facile de ([Ral], cor. 4 p. 194). 

Proposition 4.1.1 .— Soit = F{X) = fl ~ (d,p) = I et (deg F,p) = 1. On 

l<i<m 

suppose que v{xi — Xj) = v{xi) = 0 pour tout i ^ j. Alors il existe un polynome A(Xi, ...,Xm) G 
k\Xi, ...,Xm] — {0} tel que la condition A(a:i, ...,Xm) Y 0 implique que la forme differentielle uj = 
dF{X)/F{X) n’a que des zeros simples Zi,Zm-i- Ainsi la fibre speciale du modele stable C de 
{C,G) qui deploie le lieu de branchement est constituee d’une part d’une droite projective sur k 
contenant les m + 1 specialisations du lieu de branchement et les m — 1 zeros de uj; et d’autre part 
de m — 1 composantes de genre {p — l)/2 si p > 2 et de genre 1 si p = 2 intersectant la droite 
projective dans les zeros de uj. 

Preuve. Ahn de montrer I’existence de A nous montrons 2 lemmes suivant que p > 2 on que 

p = 2. 

Lemme 4.1.2 .— Soit p > 2, m > d et f{X) := 11 ~ ^ i^i^P) = 1 

l<i<m 

et {N = Sm{xi,ei){^) '■= YY 11 ~ ^j) o.lors son discriminant 

i l<i<m 

Disc ej)(A)) G ¥p[xi,X 2 , ■■■,Xm\ n’est pas identiquement nul. 

Preuve. Nous faisons une preuve par recurrence sur m. Si m = 3, xi = 0,X2 = 1, alors 

Ss{x,, ei){X) = esX{X - 1) + e2A(A - x^) + ei(A - 1)(A - xg) = 

= (ei + 62 + e3)A^ + (—63 — 62X3 — 61 — eia;3)A + 61X3 
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son discriminant est 


(-63 - 62X3 - ei - 61X3)^ - 4 (ei + 62 + 63)61X3 = 

= (61 + 62)^X3 + (2(61 + 63)(6i + 62) — 46 i( 6 i + 62 + 63)^3 + (61 + 63)^ 

qui n’est pas identiquement nul. 

Pour m > 3 nous utilisons un argument de specialisation: soit f{X) comme dans le lemme, on 
pent supposer que 6m-i + 7^ 0 mod p, alors 

(^X 1)'S*m_i ( (Xi, 6i), (Xm_2; 6^— 2 ); 6m—1 4“ 6m))(^)) 

de plus 

'S'm—61), (Xm—2) 6m—2)) (^^m—1) 6m—1 “4 6m))(^ ^^m— l) (6m—1 4 “ 6m) ])([ (^-m—1 ^i) 

l<i<m —2 

et par recurrence, pour xi,...,Xm-i en position generate Smixi,ei){xm = Xm-i){X) est de degre 
m — 1 et n’a que des racines simples; ainsi Disc (S'm(xj, 6j)(X)), n’est pas identiquement nul. /// 

Lemme 4.1.3 .— Si p = 2, soit f{X) := ]))[ {X — Xj) G k[X], avec xi,...,X 2 m+i G 

l<2<2m+l 

alors f'{X) = S'(X)^ et Disc/(X)Disc S'(X) G F2[xi, X2,Xm] n’est pas identiquement nul. 

Preuve. Soit S{X) = Y\ ~ Vi) ^ k[X] avec Pi 7^ pj si i < j. Soit f{X) = 14 - S'(X)^ -|- XS{XY 

l<i<m 

alors f'{X) = S{X)‘^. Ainsi Disc/(X)Disc S'(X) 7^ 0 . /// 

Nous passons a la preuve de la proposition. 

Si p > 2, le lemme 4.1.2 montre qu’il existe A(Xi, ...,Xm) G k[Xi ,..., Am] — {0} tel que la con¬ 
dition A(xi, ...,Xm) 7 ^ 0 implique que la forme differentielle ui = dF{X)/F{X) dont le numerateur 
vaut Sm{xi, ei){X) n’a que des zeros simples Zi,Zm-i] on se retrouve localement avec un conduc- 
teur < p. Conformement a [Le 2], les zeros p de la derivee F' tels que Fiy) est une unite fournissent 
des centres des disques qui induisent un genre non nul dans le modele stable. Alors pour un tel zero 
on a F{X + p) = F{p) + -|- ..., il suit du lemme 4.1.2 que v{F” {p)) = 0. Soit X = 

alors F{p -|- A^^^T) — F{p) G induit un revetement etale de la droite affine de conducteur 

rui = 2 < p comme annonce (cf. fig. 3) 




fig. 3 
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Si p = 2, le lemme 4.1.3. montre qu’il existe A(Xi,...,Xm) G k[Xi, — {0} tel que 

la condition A(xi,..., Xm) 7 ^ 0 implique que la forme differentielle ui = dF{X)/F{X) n’a que 
des zeros zi,Z(^rn-i )/2 de multiplicite 2 ; contrairement an cas precedent on se retrouve locale- 
ment avec un conducteur > p = 2. Nous appliquons I’algorithme du theoreme 3.2.2. Con- 
si derons y E R tel que y so it racine de F\X)] nous la choisirons plus precisement plus tard. 
Ecrivons le 2-developpement de Taylor special de F de niveau 3, on a. F{X + Y) = so(d^) + 
Si(F)A + S2{Y)X^ + + s^iYf/^Xf + (si(y) - 2so{YY/^S2{Yfl^)X + 

S 3 (y')A^...; la norme du coefficient de X donne N^^F^^^Y)) = si{Yf -4:SoiY)s2{Y) = F'^ -2FF\ 
Soit y une racine de N^{F^^^{Y)) qui se reduit sur une racine uj = dF/F; alors So{y) = f{y) 
et ss^y) sont des unites et pour un choix convenable de la racine y on obtient: f{X + y) = 
{soiyY^^ + S 2 {yy^^X)^ + S 3 {y)X^.... Soit A = A^/^T et Z = AIT + {so{yy/^ + S 2 {yy/^X), alors en 
reduction on obtient I’equation — W = S 3 {y)T^. Pour conclure il n’est nul besoin d’invoquer 
le theoreme 3.2.2 puisque chaque zero de ci; = dF{X)/F{X) donne naissance a une (seule) com- 
posante; il est alors immediat de verifier que I’on a le bon genre a la fibre speciale. (cf. fig. 4) 




fig. 4 


4.2 Les courbes hyperelliptiques en p = 2 

On a done F{X) = sq + -SiA -|- .... -|- A™ avec (m, 2) = 1 et DiscF y 0. Nous allons examiner le 
cas on m est petit. 

4.2.1 L’algorithme de Coleman revisite 

Dans le cas de petites valeurs de m on pent tenter d’obtenir un 2-developpement de Taylor exact 
de F{X) de niveau m (cf. 2.4.1). Pour m <7, nous ecrivons les equations de la variete de dimension 
0 correspondante et calculous la 2 -derivee qui lui est attachee en calculant comme dans le cas des 
developpements speciaux. Enfin nous suivons notre algorithme pour calculer la 2-derivee de niveau 
m; les deux methodes donnent des 2-derivees comparables. Pour m > 9, la methode de Coleman 
donne naissance a une variete dont nous ne connaissons pas la non vacuite et les calculs via notre 
algorithme deviennent vite compliques. 

A. m = 3 i.e. g = 1. 

On a done F(A + T) = so(A) + si(F)A + S 2 {Y)X^ + X^ = (oq + aiXf + b^X + X^ que 
Ton resout en ao,ai,&i; on a Og = So(T), of = S 2 {Y), bi = Si(T) ± 2so(A)^/^S2(^)^'^^, ainsi 
la norme dans un sens evident de est N^i^bi) = Si(y)^ — 4so(T)s2(T) = F'^ — 2FF” = 
-3y^ - 452^3 - 651^2 _ i2soy + sl- 4 soS2 = F'iXy mod 2. 
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Appliquons ralgorithme: F{X + Y) = {so{YY^‘^ + S 2 {YY/^XY + {si{Y)—2so{YY^'^S2{YY/‘^)X + 
X^] c’est un developpement exact; ainsi la 2 -derivee de niveau m est aussi = 

F'^ - 2FF”. 

Soit y une racine de A 3 (FW(F)) alors la valuation de Gauss relative au disque v{X — y) > |u(2) 
induit une courbe elliptique en reduction. On a potentiellement bonne reduction. 

B. m = 5 i.e. g = 2. On a cette fois (*) F{X + Y) = 50 ( 1 ") + si(r)X + S 2 {Y)X^ + S3(y)A:3 + 
sYY)X^ + X^ = (ao + aiX + 02 ^ 2)2 + b^X + b^X^ + X^ 

que Ton resout en oq, Oi, 02 , &i, ^ 3 . On a 


so(r) = 

si(F) = 2aoOi + bi 

S2(b") = 20002 + 
S3(y) = 20 i02 + 63 

S4(F) = O 2 


On utilise le syteme de calcul Maple: 

bi := sl — 2*RootOf{t^ — sO, t)*RootOf{R — {s2 — 2*RootOf{u‘^ — sO, u)*RootOf{u^ — s4:, u)),t); 
la commande evala{Norm{bi))] donne 

N{bl) = (-64s4sg + I 6 S 0 S 2 - 8soS2s 2 + = ((si(Y)^ - 4so(Y)s2(Y)Y - 64so(Y)^S4(Y))^, (le 

carre vient du passage a une cloture galoisienne). 


Appliquons I’algorithme, on a cette fois-ci 

F(X + Y) = (so(YY''^ + S 2 (YY^^X + S 4 (YY''^XY^ + (si(y) - 2 so(YY''^S 2 (YY''Y^ 

- 2so(YY^^S4(YY^^X^ - 2s2(YY^^S4(YY^^X^ + 


ce n’est pas un 2-developpement de niveau 5; cependant I’etape suivante modifie le coefficient de 
X par — 2 so(b')^'^^(— 2 so(b")^/ 25 ^(^y)i/ 2 ^i/ 2 _ Ainsi la 2-derivee de niveau 5 est A' 5 (FW(y)) = 
Norm((si(Y) - 2 so(YY^^S2(YY^^ - 2so(YY^Y-2so(YY''^S 4(YY''Y^''Y que Ton calcule avec 
Maple 

Ar5(FW(y)) := (- 3072 s 4 S^S 2 S? + dOgbs^sS - 204852545^ _ 1285450^^ + 256 s ^4 - 256535^2 ^ 
96s^spQ — 16 s®S2So + 


Cette norme est tres proche du carre de la precedente. Ceci illustre le fait que parmi les 2- 
developpements de niveau donne les speciaux ne sont pas necessairement les meilleurs. Dans le 
cas present la methode de Coleman est plus avantageuse. 


Le theoreme 3.2.2 s’applique au 2-d4veloppement (*); ainsi soit y G une racine de X(bi) qui 
residuellement est racine de a; = dF/F on ce qui revient au meme de F'(Y) (puisque p = 2). 
En particulier So{y) est une unite; on pent supposer que F^^Yv) = 0- Suivant le theoreme II. 2.2 
on calcule 


(**) v{p) 


C . 22 1 , „ ^ 


On distingue alors 3 cas de figure: 


1.— F'{Y) a un seul zero qui est d’ordre 4 et C a potentiellement bonne reduction. 

Ce cas se produit si et seulement si I’egalite dans la formule (**) est realisee pour j = 5 
i.e. v{p) = 1^(22). Par exemple c’est le cas pour F{X) = 1 + X^ (evident) on pour 
F{X) = 1-1- 2X + X^ et dans ce n’est pas evident (on pent verifier que c’est bien le cas en 
calculant les invariants d’lgusa avec I’algorithme de Liu, cf. [Li 2]). On calcule N{bi{y)) = 
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-320*2/+1600*|/6-320*2/3-1600V-2000*|/^i + 16+160*|/H600V+1000*|/12^625*|/16, 
un algorithme utilisant le systeme de calcul PARI montre que infu(|/j — yj) = (2/5)u(2). 
On a done potentielle bonne reduction. 

2.— F'{Y) a un seul zero qui est d’ordre 4 et O' n’a pas potentiellement bonne 
reduction. L’existence d’une telle configuration (cf. fig. 5) est garantie par le recollement 
formel des que les conditions differentielles evoquees en 3.2.4 sont satisfaites: dans la figure 5 
considerons la composante Pj, horizontale; le torseur degenere en cx 2 sur cette composante 
et les 2 courbes elliptiques E et E' intersectent cette droite en deux points p et p' qui 
correspondent aux zeros de la forme differentielle additive uji = F{1 + dont le pole est 
le point d’intersection avec la composante initiate. 

Ce cas de figure se produit par exemple pour F(X) = 1+2^/^X^+X^ puisque le changement 
X = 2^/^T induit une composante de genre 1. D’autre part le changement X = 2^/^T 
donne = 1 + induit un CX 2 torseur Y"^ = F + F := f et df = F{1 + 

t^dt. La determination de I’autre composante de genre 1 necessite I’algorithme: on calcule 
N{bl{y)) = -95*Y^^-300*2F^*Y^^-772*Y^^ + 2A0*Y^^-37Q*2F‘^*Y^0 + 200*2F^*Y^ + 
36*y®-384*y^+640*y®+144*2V2*y5^288*F2_320*F = Fi6^4*2V2*yi4+4*yi2+4^y8 
mod 2^; ainsi si y est une racine de valuation (l/4)n(2), puisque 63 ( 1 /) = 2 ^F mod 2 il suit 
que le changement X = y + pT avec v{p) = (l/2)n(2) induit la deuxieme composante de 
genre 1 . 

Considerons maintenant le cas de F(X) = 1 + 2X + 2}Fx‘^ + X^ . Contrairement an cas 
precedent iln’yapas de zero evident pour N{bi{y)) = (3084*|/® + 1600*|/®—4480*?/^—2000* 
l/ii + 3700*|/^2^625*2/i®-96*2i/2*y+96*2i/2*y2 + ig_i372*2V2*|/5 + 960*2i/2*|/4_3ooo* 
2F'^*y^ + 1152*2F'^*y^+2880*2F'^*y^^+1500*2^F^yi^-S20*y+592*y^-896*y^+288*y‘^f 
cependant I’analyse du polygone de Newton montre que les racines du polynome sont de 
valuation \v{2) qui se repartissent en 2 classes modulo 2 ^/'^; ainsi on pent trouver 2 racines 
yi et y 2 avec v{yi — 1 / 2 ) = v{yi) = \v{2) < |n( 2 ) ce qui contredit le critere de bonne 
reduction (cf. Th. 3.3.1). 

C -► C/G 




F{X) = 1 + 2X + 2F^X^ + 
fig.5 

3.— F'{Y) a deux zeros qui sont d’ordre 2. On trouve 2 composantes de genre 1 mais 
contrairement an cas precedent e’est la configuration generique (cf. fig. 4). 

C. m = 7 i.e. g = 3. On distingue alors 6 cas de figure qui sont numerotes en function de la 
geometrie differentielle sous-jacente en respectant I’application de specialisation dans un certain 
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espace de modules. Par exemple Aq correspond au cas ou la forme differentielle logarithmique 
a; a 3 zeros de multiplicite 2 (c’est le cas general vu en 4.1). Le cas Aqio correspond au cas 
on la forme differentielle logarithmique a; a 2 zeros dont I’un est de multiplicite 2 et I’autre de 
multiplicite 4. Ce dernier cas se specialise en Agio et correspond au cas on la forme differentielle 
additive sur la droite projective sur laquelle s’appuient les 2 courbes elliptiques a 2 poles d’ordre 
2 ; ce cas lui-meme se specialisant dans Aqu. 

On pent verifier que les conditions different idles sont realisables et done via le recollement formel 
on pent construire des exemples correspondant a chacune des 6 situations (cf. fig. 6 ). Nous 
allons donner un exemple numdique sous la forme d’une equation globale = F{X) dans 
chacun des cas. Comme dans le cas du genre 1 on se simplifie la vie en choisissant un exemple 
pour lequel une valuation qui induit une composante de genre non nulle correspond a un disque 
ferme centre en A = 0; on a ainsi F = 0 qui est un zero evident de la 7-derivee. 

On applique la methode de Coleman; cette fois 

F{X + Y) = so(Y) + Si(y)A + S2(Y)X^ + S3(Y)X^ + s^(Y)X^ + + Sg{Y)X^ + = 

(cto + CLiX + 02^^ F OgA^)^ + biX + b^X^ + b^X^ + A'^ 

que Ton resout en og, Oi, 02 , Og, 6 i, 63 , 65 . On a 

'So(^) = ~ 2agai + 61, S 2 {Y) = 2aga2 + nj, 53(1^) = 2aga3 + 2aia2 + ^3, S 4 (^) = 

20303 + O2, 55(1^) = 202O3 + 65, Sg(A) = O3. 

En utilisant le syteme de calcul Maple on obtient 

A(&i) := (-4096 *s6* sO^ * sY + 256 * sO^ * s2^ - 2048 * sO^ * * s4 - 256 * sO^ * s2^ * + 96 * 

s02*s22*s14 + 4096*s06*s42 + 1024*s0^*s4*s12*s2-128*s03*s4*s1^-16*s0*s1®*s2 + s1®)2 

Nous utilisons I’algorithme pour exhiber A 7 (F[^l(y)), la 2-derivee de niveau 7. Suivant le meme 
principe que pour m = 5, apres 2 dapes on obtient comme coefficient de A; Si(E) — 2* (—2)^/^ * 
((sg(F))^/^ * * (sg(y))^/^ — 2 * (sg(y))^/^ * (s 2 (E))^/^; I’etape suivante le modifie 

par un terme de taille et puisque 1 + 1/2 + 1/4 + 2/7 > 2 on pent le negliger pour 

exprimer la 2-ddive de niveau 7; ainsi 

A 7 (FW(r)) = (4096 * sO® * - 128 * sO^ * s4 * sl^ - 3072 * sO^ * s4 * sl^ * s2 - 2048 * sO^ * 

s4 * s 22 + sl8 - 16 * sY * s2 * sO + 96 * sl^ * s2‘^ * sO^ - 256 * sl^ * 52^ * sO^ + 256 * s2^ * s0^)8 

les radicaux de A( 6 i) et A 7 (F[^ 1 (F)) sont de degre 48 en Y et sont egaux modulo 2^^. 
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fig-6 


1. Aq 

On prend F{X) = 1 + + X'^; alors F'{X) = {X + X^ + X^)^ et X + X^ + X^ 

a trois racines simples. C’est la situation generate. On calcule N := Ny{F^^'^{Y)) d’ou 
les congruences Tem{N,y^,y) mod 2^1 = 1024 * y^ + 256 * y"^ + 256 * y^ et Nmod2 = 
y^2 + y^6 + y'^S] les racines sont regroupees dans 3 classes modulo 2 et si ?/ est une racine 
on a = 1 + y^ mod 2 ainsi v{F^^^{y)) = 0 et le changement X = y + 2^/^T induit 

une courbe de genre 1. 

2. Aqio 

On part du polynome F{X) = 1 + X^ + X'^ dont la differenrielle X^(l + X^dX a 2 zeros 
d’ordre respectifs 4 et 2; on va montrer que F{X) = 1 + 2^/^X^ + X^ + A^ convient. Remar- 
quons que le changement X = 2^/^T induit une equation = l + 2®/^(T^+T^) + 2^/'^T'^ qui 
induit un Q: 2 -torseur Y"^ = T^ + T^ := / et df = (T + T‘^)‘^dT a 2 racines doubles; on trouve 
(certainement) ainsi la composante qui croise les 2 courbes elliptiques. Pour confirmer cela, 
on calcule la 7-derivee N := Ny{F^^^{Y)) et on analyse son polygone de Newton, quelques 
congruences permettent de conclure: N = y32_|_y48 j^iod 2, rem(A, Y^^, Y) mod 2 = Y^^ 
rem(A, Y^, Y) mod 2^^ = 4096 * rem(A, Y) mod 2® = 16 * ainsi il y a 16 
racines de valuation > (4/7)u(2); 16 autres de valuation (l/4)u(2) et enfin les 16 autres de 
valuation nulle. Le premier lot correspond a la valuation sur le disque v{X — y)>l/2 qui 
induit une courbe elliptique (notez que (4/7)u(2) > (l/2)u(2)). 

3. Aon 

On prend F{X) = l + X^ + X^- alors (F(X))' = A^(l + Xf. Le changement X = 2‘^/^T 
induit en reduction une composante de genre 2. On calcule N := NT{F'd'^(Y) = 
mod 2; puisque (F[®1(F) = F"^ mod 2; il suit que la composante de genre 1 est induite par 
le changement X = y + pT ou ?/ = 1 mod 2 est racine de Ny{F^^^{Y) et v{p) = (2/3)u(2). 

4. Ao2o 

On va montrer que F{X) = 1 + 2X® + 2}I‘^X^ + X'’ convient. Notons que {F{X)y = X® 
et que le changement X = 2'^^^T induit en reduction une composante de genre 1; enhn 
le changement X = 2^/^T induit une equation F^ = 1 + + T® + T^) et done un 

cy .2 torseur F^ = T® + + T’^ = / et puisque d/ = T^(l + T + T'^YdT on prevoit que 
I’on a la la composante qui supporte les 3 composantes elliptiques: prouvons cela. On 
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calcule la 7-derivee N := Nt{F^^'^{Y)) et on analyse son polygone de Newton, quelques 
congruences perniettent de conclure: N = mod 2, Tem{N, , y) = 16 * y^2 mod 2^, 
Tem{N,y^,y) = 8192 * y"^ mod 2^^, rein(N, y^'^, y) = 256 * y^^ mod 2®. II suit que les 
racines se repartissent en 16 de valuation > 5/14 puis 16+16 en 2 classes modulo 2^/^. 

5. Ao2i 

On prend F(X) = 1 + 2^/^X^ + alors (F(X))' = X®. Le changement X = 2^^^°T 
induit en reduction une composante de genre 2. Le changement X = 2^'^‘^T induit une 
equation = 1 + 2'^^‘^(T^ + T^) et done un 0:2 torseur = T® + = / et puisque 

df = T^(l + T)‘^dT] comme precedemment on verifie que I’on a ainsi la composante qui 
supporte les 2 composantes de genre respectif 1 et 2. 

6. — A 022 

F(X) = 1 + X^ convient! 

4.2.2 Illustrations dans le cas p > 2. 

A. Un exemple instructif. 

Dans cet exemple p = 3, F{X) = 1 + cX^ + X^; pour c ^ R. Notons que le discriminant 
DiscF(X) = 256 — 27c^ = 1 mod 3; ainsi la geometric du lieu de branchement est equidistante. 
Dans ce cas nous avons m — 1 = p et nous allons voir que le critere de bonne reduction de [Le 2] 
est insuflisant (cf. th. 3.3.2). Nous remarquons que F'{X) = X^(3c + 4X); suivant le theoreme 
3.3.2, si la courbe = F{X) a bonne reduction il existe d E R tel que 

A'{X) = (X - df mod 

Comme 3 = A^ il suit que la condition de [Le 2] est equivalente a = 0 mod A^A ^t done d = 0 
mod A^A On doit done tester si il y a bonne reduction pour et dA“^A = g mod A^^ i.e. 
v{d — d') > (3/8)n(3). 

Appliquons 1’algor it hme. 

F(X + F) = X^ + (c + 4F)X3 + (3cF + QYfX^ + (dcF^ + AY^)X + 1 + cF^ + F^ 
la 3-derivee de niveau 4 vaut 

X4(FW(F)) = -33so(F)2s3(F) + si(F)3 = -44F9-99cF®-54c2f7-216F5-270cF^-54c2f3- 
108F - 27c 

Soit y = d E R' une racine de X4(F[^1(F), alors v{d) > 0 et done So{y) est une unite. Alors 
F(X + d) = X^ + (-3so{yY/hs{yf/^ + S 2 {y))X^ + {-Ssoiyf/^sfyy/^ + sfyf)X + {so{yY/^ + 
= (Sofe)'-'*’ + Ss(!/)‘'W)3 + + >2(.y))X^ + 

Notons que S 2 {y) = (3cd + 6d^) est divisible par 3; il suit que I’on a bonne reduction pour 
X = A^At. 

/// 


B. Des limites de I’algorithme. 

Dans [Ma], on montre que pour Oi, 02,..., a„ G suffisament generaux et 

F(A') := n (1 + ( E 

(ei,..,en)e{0,l}" l<i<n 


il existe bo, bi, ..., bn-i E tels que 

F(X) = (1 + E kX 


2 "- l _ 2 “- l ^2 I l 2 ta 2'*-1 


y + b^X^ mod AZY- 
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Cette derniere congruence fournit un 2-developpement de Taylor de F{X) a I’ordre m = 2” — 1 
et de niveau quelconque (cf. Def. 2.4.4). 

Soit R := ZY[7i] avec = 2^, alors I’equation = F{X) definit une courbe hyperelliptique 

ayant bonne reduction sur R relativement a la valuation de Gauss en S := avec 

m = 2" - 1. 

II doit etre clair dans I’esprit du lecteur que Talgorithme propose dans cette note ne permet pas 
de montrer la congruence qui precede. 


5 Reduction stable des revetements ^^-cycliques d’une courbe 
de genre > 0 qui a bonne reduction en p; cas d’un lieu de 
branchement a geometrie equidistante. 

On considere un revetement p-cyclique C —>■ D := C/G tel que la courbe quotient D admet un 
modele lisse V' et que le lieu de branchement Br se specialise en des points distincts Br C P'. Dans 
ce cadre, le lemme 3.2.1 se generalise en: 

Lemme 5.0.1 .— Apres extension finie de K, le modele C de C, ohtenu par normalisation du 
modele lisse V de D a une fibre speciale reduite qui est un revetement radiciel de Vfi les singularites 
sont des cusps et se trouvent au-dessus des zeros G D' d’une forme dififerentielle logarithmique u 
reguliere en dehors de Br. Le graphe d’intersection de la fibre speciale Cg du modele stable C de la 
courbe pointee (C, Br) est un arbre (il n’y a pas de cycles) et le modele V de D obtenu par quotient 
de I’action de Z/pZ sur C a une fibre speciale qui est un arbre de droites projectives attachees a D' 
en les points de Br C D'. 

Preuve. Considerons I’anneau local de V an point generique de la fibre speciale; c’est un anneau 
de valuation discrete; soit v la valuation correspondante. Soit C) le modele de C, obtenu par 
normalisation du modele lisse V de D. Par [Ep], apres une extension finie de K, on pent supposer 
que la fibre speciale de C' est reduite. 

Nous allons voir qu’elle est integre et que le /j.p-torseur au-dessus de D' — By induit un /j,p-torseur 
au-dessus de D' — Br. 

Une equation du revetement est = F E K{D) on v{F) = 0; alors F definit un diviseur 
principal de la i?-courbe V', (F) := eiU({a:i}) -|-p(Do) on Br = {xj, 1 < i < m -|- 1} et 

l<i<m+l 

U({a;i}) designe la fermeture schematique de_{a;i}, enfin G N avec (ei,p) = 1 et (Dq) est un 
diviseur horizontal. On a done modulo tt; (F) = + p(-Dos) (cf. [Li] Lemma 7.1.29); 

ainsi F n’est pas une puissance p-ieme dans et done I’equation = F E kfiD'fi definit un 

/Xp-torseur au-dessus de — Br. La forme differentielle logarithmique u := dF/F est une forme 
differentielle sur (independante de F) qui est reguliere en dehors de Br; c’est la forme differentielle 
associee an torseur. 

La fibre speciale C' est alors homeomorphe a et puisque le diviseur de F a une multiplicite 
en Xi premiere a p; une modification de I’equation du torseur va donner la multiplicite 1 et induire 
un modele lisse en Xi. Ainsi les singularites de la courbe C' sont des cusps situes dans les zeros de 
uj et en dehors des x*. 

Si X est un zero de cn, apres localisation en x on se retrouve dans la situation locale decrite par 
Raynaud dans ([Ral], demonstration du theoreme 1 p. 182)), le lemme suit. /// 

Le theoreme 3.3.1 a une generalisation que nous decrivons brievement. 

Soit d E Vfi un zero de ui d’ordre m — 1 = m(J) — 1. Une equation du torseur au-dessus de 
la fibre formelle en d est Z^ = F{X) E F[[X]]; on F{X) est une unite modulo tt. Dans le separe 
complete du module de differentielle Djj[[x]]/_r on a alors I’egalite dF/F = u{X)X'^~^dX mod tt on 
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u{X) est une unite modulo tt . Comme dans le cas des polynomes, on fait un p-developpement de 
Taylor special a I’ordre m et de niveau n avec < m < (cf. 2.5.1), 

F{X + Y) = E{X, Yf + ^ F^^\Y)X^ mod X™+^) 

(pp)=i 

oil E{XX) e {R[[Y]]X[X], degx E{X,Y) = [m/p] et F^^^{Y) G {R[[Y]]X (notez que la congru¬ 
ence impose I’egalite E{0,Yy = ^0^))- De maniere analogue a III.4.1, on definit la p-derivee de 
niveau m, 

N^(Fm(Y)) := iVi./K(y)(F™(y)) e -R||i11. 

Par le theoreme de preparation de Weierstrass Nm{F^^\Y)) = Pm{Y)Um{Y) on Pm{Y) G R[Y] est 
un polynome distingue, Pm{Y) = mod vr, et UmiY) G i?[[D]] est une unite. Les zeros de 

PmiX) donnent des centres des disques fermes de la droite projective qui induisent une composante 
de genre non nul dans la fibre speciale Cg du modele stable C de la courbe pointee (C, Br) au-dessus 
du zero d ^Vg de ui. 

Si D n’est pas la droite projective, il y a plusieurs obstacles pour rendre les arguments precedents 
algorithmiques. 
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